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(@ Soit z € C

1 13 1 3
p=Biz—1 = 3iz—z=14+> 2(3i—1)=1 « 2= : :

143 (—12+32 10 '10
Appelons z4 cette solution (laffixe du point A)

@ VneN, u, =z, — za

a) Soit n € N
+ —+1i 3 3i 1+ +1 5

Unil = Zn — +i— = 3iz, — — +i—

L T RS 10 10
Analyse: on veut u,; en fonction de u,, or on I’a en fonction de z,: il suffit donc d’exprimer z, en fonction de
Up (2, = Up — 1—01— 21—03) et de rerilplace;: 1 ;

_q; : 9 qs -3 9 9 .

Up 41 —3z(un—ﬁ—zﬁ)—l—i—l—o—i—zﬁ—Szun—zl—o—i—l—o—l—i—l—o—i—zﬁ—3zun

b) Montrons par récurrence que la propriété P(n):« u, = (1—10 + z%) x 3™ x i"™ » est vraie pour tout n € N
Initialisation: dune part, ug = zp + % + i1—30 =15 T¢
d’autre part, ({5 +i3) x 30 xi® = L +i2,
donc P(0) est vraie
Hérédité: soit k € N (c’est-a-dire un entier fixé mais quelconque).

Supposons P(k) vraie.

Upy1 = Jtug = 31 (1—10 + 213—0) x 3F x i* par hypothese de récurrence.

Uty = Biug = (5 +iq5) x 35T x ik

Ainsi, Vk € N, P(k) = P(k+1)

Conclusion: P(n) est vraie au rang n = 0 et est héréditaire, donc est vraie pour tout n € N

(3a) Soit n € N

AMy = |20 = 24l = Jun| = |35 +i5] X 37 x |6 = /585 + 185 x 3™ x [il™ = /75 x 3" x 1" = Y2 x 3"

Or, 3> 1donc lim 3" =400

n—-+oo
V10
Dongc, par produit, lim —— x 3" = 400 c’est-a-dire lim AM, = +o0
n—-+oo 10 n—-+oo

_— 1 ;3 n+2 o, sn+2
n42 — n = +i5) X3 X1
b) (AMn,AMn+2> = arg (M) = arg (u +2> — arg (15 - 10_)3 .
Zn — RA n (E‘FZE)XanZH
= arg(3? x i?) = arg(—9) = 7[27]
c’est-a~dire que 'angle est plat, donc les points A, M,, et M, o sont alignés.

1 - 3 n+1 ‘n+41
S G ~ — n = +1>) x3 X .
¢) (M, AN, 1) = arg (24 ) —arg (2251 ) —arg o+ 10) | = arg(3i) = Z[2n]
Zn — ZA n (& +id) x3m xin

donc (AM,,) L (AM,41)
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@ Ze=-2+i

l—zc 3—i (3—4i)(=3+i) (3-i)2 9-6i—1
a) ZC/ = — = - = 3 3 = — = — =
T—1 -3-i (=32+(-1) 10 10
b) OC' = |z¢r — zo| = |zo/| = 1/% + % = 1 donc C’ est sur le cercle trigonométrique.
— 2 —za -2+ 3(=3+1)
Ac AC’) — Fo T FA _ N U0 e (3) = 0f2
c) ( : arg<ZC_ZA arg | —— arg | *—a—— arg (3) = 0[2n]
Donc les points A, C et C’ sont alignés

(SN

-3
+Zg

(2 Soient M (z) un point du plan distinct de A et M’(2’) son point image.
M=A— /=1 1-2=Z-1<= 2+7Z=2 <= 2Re(2) =2 <> Re(z) =1
L’ensemble A des points du plan ayant pour image le point A est donc la droite d’équation x = 1, droite privée du
point A.

(3 Soit z # 1
1-— 1— 1— 1— —(z—-1
B O O O N CEs | DI
z—1 zZ—-1] |z—1] |z2—1] z—1
donc M’ € C
(@ Soit z # 1
z’—17§:§—171—z—(z—1)x 1 2-2Re(z) _ _1-Re(2)
z—1 z—-1 z-1 z—1 (z-1)(E-1) = |z—1
qui est un nombre réel car tous les nombres apparaissant dans le dernier membre sont réels.

=1
z—1

—
On en déduit que arg ( ) = 0[] donc (AM, AM’) = 0[n] donc les points A, M, M’ sont alignés.
(5 On trace la droite (AD) car D’ est sur cette droite d’aprés la question précédente.
On trace le cercle trigonométrique car D’ est sur ce cercle d’apres la question 3).
Cela donne deux points d’intersection: le point A et un autre si D a une abscisse égale a 1, alors D’ est le point A;
sinon D’ est "autre point d’intersection



